ЧАСТЬ II

СТАТИСТИЧЕСКИЙ АНАЛИЗ ВЗАИМОСВЯЗЕЙ
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ГЛАВА 4

КОРРЕЛЯЦИОННЫЙ И РЕГРЕССИОННЫЙ АНАЛИЗ

В изучении взаимосвязей количественных признаков можно выделить три этапа, заключающиеся в поиске ответов на вопросы: существует ли взаимосвязь между признаками; какова форма этой связи; каковы сила (теснота) и направление этой связи?

4.1. анализ парных взаимосвязей

Самым простым случаем взаимосвязи является парная взаимосвязь, т.е. связь между двумя признаками. При этом предполагается, что взаимосвязь двух переменных носит, как правило, причинный характер т.е. одна из них зависит от другой. Первая (зависимая) называется в регрессионном анализе результирующей, вторая (независимая) – факторной. Следует заметить, что не всегда можно однозначно определить, какая из двух переменных является независимой, а какая – зависимой. Часто связь может рассматриваться как двунаправленная.

Пример 4.1. Рассмотрим данные по материалам Всероссийских промышленных переписей 1900 и 1908 гг. (файл Industry.sta – данные по Закавказью). В ряду сведений, содержащихся в переписи, есть количественные признаки "произведено" (объем производства в денежном исчислении, тыс. р.), "рабочие" (число занятых на предприятии рабочих) и "двигатели" (такой важный показатель технической оснащенности предприятия, как суммарная мощность установленных двигателей в л.с.). Можно поставить вопрос: зависел ли доход предприятия от числа рабочих и мощности двигателей и если зависел (что понятно и без статистического анализа), то от какого из двух признаков от зависел больше (т.е. экстенсивный или интенсивный характер носило производство)? Далее можно выяснить, как отличались эти зависимости в разных отраслях промышленности, т.е. в каких отраслях промышленности труд рабочих и использование машин давало больший экономический эффект (больший доход).

4.1.1. Построение диаграмм рассеяния

Простейшим (визуальным) способом выявить наличие взаимосвязи между количественными переменными является построение диаграммы рассеяния. Это график, на котором по горизонтальной оси (X) откладывается одна переменная, по вертикальной (Y) другая. Каждому объекту на диаграмме соответствует точка, координаты которой равняются значениям пары выбранных для анализа переменных.

Построим диаграмму рассеяния для переменных "произведено" и "рабочие". Поскольку характеристики предприятий сильно варьируют в зависимости от отрасли, ограничимся одной отраслью, например, металлообрабатывающей. Для того чтобы выделить эту группу предприятий в пакете STATISTICA следует воспользоваться фильтром: в меню выбрать раздел Сервис, а в нем – команду Условия выбора | Правка. Далее в открывшемся диалоговом окне (см. рис. 4.1) выполнить следующие действия: включить флажок Задать условия выбора, разрешающий выбирать объекты для анализа, в рамке Включить наблюдения в анализ / графики установить переключатель в положение Заданные, а в качестве Условия записать выражение v3 = 131 (это означает выбор тех объектов, у которых значение признака номер 3, т.е. код отрасли, равняется 131 – металлообработка 
). Щелчок по графической кнопке ОК завершает этап выбора объектов.

После того как задан такой фильтр, диаграмма будет содержать только точки, соответствующие металлообрабатывающим предприятиям. Для построения самой диаграммы рассеяния выберем команду Диаграммы рассеяния в разделе меню Графика. В появившемся диалоговом окне по умолчанию открывается вкладка Быстрый (см. рис. 4.2). Для построения простой диаграммы рассеяния, как обычно, прежде всего необходимо задать переменные, т.е. указать, какие признаки будут соответствовать осям координат графика (кнопка Переменные). Принято зависимую переменную отображать по оси Y, а независимую по оси X. В данной задаче естественно предполагать, что доход (как результат хозяйственной деятельности предприятия) зависит от числа рабочих (фактора производства), а не наоборот.
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Рис. 4.1. Диалоговое окно для задания условия выбора объектов
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Рис. 4.2. Диалоговое окно параметров простой двумерной диаграммы рассеяния

Здесь же задаются Тип графика, по умолчанию – Простой и возможность вывода на экран графика линейной функции, которая наилучшим образом отражала бы тенденцию в расположении точек-объектов на графике (флажок Подгонка линейная). Подбор других (нелинейных) математических функций, а также некоторые другие параметры диаграммы рассеяния доступны на вкладке Дополнтельно.

Завершив этап выбора объектов и щелкнув по графической кнопке OK, вы увидите диаграмму, представленную на рис. 4.3.
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Рис. 4.3. Диаграмма рассеяния: зависимость объема производства
в металлообрабатывающей промышленности от числа рабочих
Если бы существовала точная прямая зависимость между числом рабочих и доходом, т.е. если бы на каждом предприятии каждый рабочий за год производил в точности одинаковое количество продукции (в денежном выражении), то точки на диаграмме расположились бы на одной прямой. Однако в действительности эффективность труда (доход, производимый одним рабочим) различается на разных предприятиях, поэтому мы видим "облако" точек, о котором можно сказать, что оно вытянуто по диагонали от левого нижнего угла к правому верхнему, т.е. в среднем доход растет с увеличением числа рабочих. По своему направлению такая связь называется положительной.

Полученный в данном случае результат можно считать тривиальным. Однако в более сложных случаях заранее ничего нельзя сказать о характере зависимости, и диаграмма рассеяния может дать необходимую информацию. Если точки оказываются хаотически рассеянными на диаграмме, т.е. их координаты представляют собой случайные пары чисел, то зависимости между переменными, видимо, не существует. Если точки образуют облако в направлении, перпендикулярном к тому, что на рис. 4.3, то между признаками существует отрицательная связь: чем больше значение одного, тем больше (в среднем) – значение другого.

Сопоставим теперь эффективность труда на предприятиях металлообрабатывающей отрасли и на предприятиях по обработке шелка. Код этой отрасли равен 127, поэтому установим фильтр v3 = 127 и построим новую диаграмму (рис. 4.4).
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Рис. 4.4. Диаграмма рассеяния: зависимость объема производства
шелковой промышленности от числа рабочих

Следует обратить внимание на то, что диаграмма для шелковой промышленности построена в ином масштабе. Это связано с тем, что программа автоматически выбирает наиболее удобный для расположения точек на отдельном графике масштаб. В шелковой промышленности предприятия меньше и по числу рабочих, и по стоимости производимой продукции, поэтому масштаб на рис. 4.4 крупнее, чем на рис. 4.3 (в десять раз по оси Y и в три раза по оси X).

Для удобства сравнения графиков можно построить категоризованную диаграмму, на которой одновременно будут отражены зависимости для нескольких отраслей в одинаковом масштабе. Для этого надо в разделе меню Графика выбрать Категоризованные графики | Диаграммы рассеяния.

В открывающемся диалоговом окне (рис. 4.5) надо перейти на вкладку Дополнительно, где задать несколько параметров:
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Рис. 4.5. Диалоговое окно для построения категоризованных диаграмм рассеяния. Вкладка Дополнительно
 в блоке Переменные – указать, что по горизонтали (X-категория) будут размещены диаграммы по разным категориям признака "отрасль", причем по оси X (Перемен. X) откладываются значения признака "рабочие", а по оси Y (Перемен. Y) – значения признака "произведено";

 в блоке X-категории – указать (с помощью переключателя Коды и графической кнопки Задать коды) конкретные коды интересующих нас отраслей (т.е. 131 и 127);

 в блоке Тип подгонки (подбор линии, математически выражающей зависимость признаков) пока можно оставить значение Выкл. (выключено).

Щелчок по графической кнопке OK даст диаграммы, показанные на рис. 4.6.

Приведенное сопоставление позволяет не только визуально оценить различия в масштабах двух отраслей промышленности, но и увидеть различия в характере зависимости между исследуемыми признаками. В принципе зависимости сходны в обеих отраслях, однако легко заметить, что облако точек на левой диаграмме – более разреженное, чем на правой. 
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Рис. 4.6. Диаграммы рассеяния для металлообрабатывающей и шелковой
отраслей промышленности в одинаковом масштабе

4.1.2. Построение уравнения линейной регрессии

Если бы между признаками существовала строгая, т.е. функциональная зависимость, все точки находились на некоторой линии, математическое уравнение которой и представляло бы эту зависимость. Если наше облако точек напоминает очертания некоторой линии, например, прямой, то можно предполагать, что мы видим на диаграмме рассеяния именно такую по форме зависимость, однако искаженную воздействием как случайных, так и неучтенных факторов, вызывающим отклонение точек от теоретической кривой. Поскольку наиболее простой формой зависимости в математике является прямая, то в регрессионном анализе наиболее популярны линейные модели.

Попробуем провести прямую линию через каждое облако точек на рис. 4.6. Таких линий можно нарисовать множество, причем на глаз невозможно определить, какая из них лучше подходит для описания диаграммы рассеяния точек. Существует, однако, метод, который позволяет совершенно точно вычислить положение прямой линии, наилучшим образом проходящее через облако точек. Это – метод наименьших квадратов. Вычисляемая с его помощью линия называется линией регрессии. Она характеризуется тем, что сумма квадратов расстояний от точек на диаграмме до этой линии минимальна (по сравнению со всеми возможными линиями). Таким образом, линия регрессии дает наилучшее (статистически) приближенное описание линейной зависимости между двумя переменными.

Увидеть линию регрессии на экране можно, если в диалоговом окне построения диаграмм рассеяния (см. рис. 4.5) в блоке Тип подгонки выбрать значение Линейная. Щелчок по графической кнопке ОК выводит на экран диаграммы, представленные на рис. 4.7.

Как известно, прямая линия в координатах (X,Y) описывается уравнением

y = a + bx 

где b характеризует наклон 
 линии и показывает, насколько изменяется значение зависимой переменной y при изменении независимой переменной x на единицу; a – координата точки пересечения линии с осью Y; она показывает, каково значение зависимой переменной, когда независимая равняется нулю.

Таким образом, уравнение линейной регрессии y = a + bx показывает зависимость результативного признака y от факторного признака x. Коэффициент при x называется коэффициентом регрессии.

В верхней части рис. 4.7 приводятся уравнения регрессии. Первое из них (для металлообрабатывающих предприятий) имеет вид: y = –19140 + 2143x, где y – произведенная продукция, а x – число рабочих. Смысл этого уравнения состоит в том, что на металлообрабатывающих предприятиях увеличение числа рабочих на 1 приводит в среднем к увеличению объема годового производства примерно на 2000  руб. (2143 – коэффициент регрессии).

Второе уравнение (для предприятий по обработке шелка) имеет вид: y = –8934 + 805x, где y и x – те же переменные, что в первом уравнении. Смысл второго уравнения: для предприятий по обработке шелка увеличение числа рабочих на 1 приводит в среднем к увеличению объема годового производства примерно на 800 руб. (805 – коэффициент регрессии). Сравнение коэффициентов регрессии показывает, что в металлообрабатывающей отрасли эффективность труда выше.
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Рис. 4.7. Диаграммы рассеяния для металлообрабатывающей и шелковой отраслей промышленности с линиями регрессии

Однако полученные результаты нельзя интерпретировать таким образом: "каждый рабочий в металлообрабатывающей отрасли производит в год в среднем продукции на сумму около двух тысяч рублей". Дело в том, что в уравнениях присутствуют константы, приближенно равные –19000 и –88000, соответственно. Смысл их должен состоять в том, что в этих отраслях предприятия с нулевым числом рабочих (т.е. без рабочих) производят продукцию на указанные суммы. Это, разумеется, противоречит здравому смыслу, хотя таков наиболее точный в математическом смысле ответ.

Причина такого несоответствия рассматриваемых моделей реальности состоит в том, что труд не является единственным производственным фактором, а промышленное предприятие не может нанимать рабочих в количестве ниже некоторого определяемого технологией минимума. Таким образом, данное уравнение регрессии не имеет смысла использовать для значений переменной "число рабочих", близких к нулю. Напротив, значения свободного члена в уравнениях регрессии для зависимости дохода от энерговооруженности могут иметь реальный смысл, т.к. предприятия ручного труда (суммарная мощность двигателей равна нулю) вполне могут производить продукцию.

4.1.3 Коэффициент корреляции

Какова бы ни была конфигурация облака точек на диаграмме рассеяния – лежат ли они в точности на одной прямой, или разбросаны хаотически – любая статистическая программа всегда сможет построить уравнение регрессии. Однако в первом случае оно будет весьма достоверным, а во втором – нет. Более того, может оказаться, что через два облака, различающихся степенью близости к линейной конфигурации, будут проведены одинаковые линии регрессии. Коэффициенты уравнения будут одинаковы, но тем не менее зависимость между двумя переменными будет иметь различный характер. Иначе говоря, коэффициенты уравнения регрессии не дают исчерпывающий ответ на вопрос о степени (тесноте) силы связи пары переменных. 

Важной мерой, дополняющей уравнение регрессии, является коэффициент корреляции. Он показывает, насколько тесно две переменные связаны между собой. Коэффициент корреляции вычисляется по формуле:
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 – средние арифметические значения переменных,
n – объем совокупности.

Коэффициент корреляции r принимает значения в диапазоне от –1 до +1. Если r = 1, то между двумя переменными существует функциональная положительная линейная связь, т.е. на диаграмме рассеяния соответствующие точки лежат на одной прямой с положительным наклоном. Если r = –1, то между двумя переменными существует функциональная отрицательная зависимость. Если r = 0, то рассматриваемые переменные линейно независимы, т.е. на диаграмме рассеяния облако точек "вытянуто по горизонтали".
Следует указать на важность понятия о линейной зависимости, использовавшегося в этом разделе: уравнение регрессии и коэффициент корреляции целесообразно вычислять лишь в том случае, когда зависимость между переменными может хотя бы приближенно считаться линейной. В противном случае результаты могут быть совершенно неверными, в частности, коэффициент корреляции может оказаться близким к нулю при наличии сильной взаимосвязи. В особенности это характерно для случаев, когда зависимость имеет явно нелинейный характер (например, зависимость между переменными приблизительно описывается синусоидой или параболой). Во многих случаях эту проблему можно обойти, преобразовав исходные переменные. Однако, чтобы догадаться о необходимости подобного преобразования, т.е. для того чтобы узнать, что данные могут содержать сложные формы зависимости, их желательно "увидеть". Именно поэтому исследование взаимосвязей между количественными переменными обычно должно включать просмотр диаграмм рассеяния. Как правило, статистические пакеты позволяют соединять эту работу с исследованием параметров регрессионной зависимости. Анализ корреляций является здесь необходимым дополнением, однако, может использоваться и самостоятельно, и комбинироваться с двумя другими задачами в произвольной последовательности.

Коэффициенты корреляции можно вычислять и без предварительного построения линии регрессии. В этом случае вопрос об интерпретации признаков как результативных и факторных, т.е. зависимых и независимых, не ставится, а корреляции понимается как согласованность или синхронность одновременного изменения значений признаков при переходе от объекта к объекту.

Если объекты характеризуются целым набором количественных признаков, можно сразу построить т.н. матрицу корреляции, т.е. квадратную таблицу, число строк и столбцов которой равно числу признаков, а на пересечении каждых строки и столбца стоит коэффициент корреляции соответствующей пары признаков. Для этого можно воспользоваться разделом Парные и частные корреляции модуля Основные статистики и таблицы.

Пример 4.2. Построим матрицу корреляции между переменными "произведено", "рабочие" и "двигатели" для всей совокупности предприятий в файле Industry.

В верхней части диалогового окна (см. рис. 4.8), которое по умолчанию открывается на вкладке Quick, есть две графические кнопки: Квадратная матрица и Прямоугольная матрица.
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Рис. 4.8. Диалоговое окно для построения матрицы корреляции

Выбор кнопки Квадратная матрица означает построение стандартной квадратной матрицы корреляций для заданных переменных. Для случая, когда мы хотим получить корреляции между двумя разными группами переменных, выбирается кнопка Прямоугольная матрица. Например, если мы хотим получить матрицу корреляций одной переменной со всеми остальными, тогда необходимо указать два списка переменных: в одном выбрать одну переменную, в другом – все остальные. Построенная таким образом матрица уже не будет квадратной.
В нашем примере выберем кнопку Квадратная матрица и зададим три перечисленные выше признака. Щелкнув по графической кнопке Матрица парных корреляций в центре (или графической кнопке OK в правом верхнем углу) диалогового окна, мы получим корреляционную матрицу 3x3 (рис. 4.9).

Каждая клетка таблицы содержит коэффициент корреляции между переменными, обозначенными в заголовках столбцов и строк. Видно, что корреляция для признаков "произведено" – "рабочие" выше, чем для признаков "произведено" – "двигатели". Иначе говоря, число рабочих оказывает большее влияние на производство, дает более предсказуемый результат. Двигатели же используются менее систематически, результаты их применения на предприятиях при равных условиях отличаются высокой вариативностью.

[image: image13.png]Koppenayw (INDUSTRY.

N=1080 (Mocrpouwoe ya
Nepemennan [PABOYME [TPOUSBEN]

STA)

OieueHHLIE KOpPENSLYA SHaIAME Ha YpOsKE p < D50

anevne M)

PABOUHE

LBVFATEN

IBVTATEN
I




 
Рис. 4.9. Матрица корреляции для трех переменных

4.1.4. Проверка гипотезы о значимости коэффициента корреляции

Если коэффициент корреляции вычислен на основе выборочных данных, то не исключено, что его ненулевое значение является не отражением действительной связи между признаками, а просто получено в результате специфики данной выборки (тогда как в генеральной совокупности он равен нулю). Возникает типичная задача статистической проверки гипотез (см. главу 3): строится т.н. статистическая характеристика, зависящая от коэффициента корреляции, распределение которой известно. Гипотеза о независимости признаков отклоняется, если вероятность значений статистической характеристики, не меньших ее фактического значения, достаточно мала, например, не превышает 5%. В этом случае коэффициент корреляции называется значимым. 

Статистической характеристикой для проверки значимости корреляции служит отношение самого коэффициента к его утроенной ошибке, вычисляемое по формуле:


[image: image14.wmf]2

1

/

2

r

n

r

t

-

-

=

,

где n – объем выборки. Эта величина табулирована, т.е. известны вероятности всех ее значений 
. Чем больше значение t, тем меньше его вероятность, т.е. вероятность того, что данная или большая величина корреляции может быть получена в выборке из генеральной совокупности, в которой корреляция равна нулю. Если эта вероятность окажется меньше выбранного уровня значимости, гипотеза о некоррелированности признаков отклоняется, а связь признается значимой.

По умолчанию в пакете STATISTICA принят уровень значимости, равный 0,05. Обратите внимание, что в матрице корреляции на рис. 4.9 значимые на этом уровне коэффициенты выделены на экране красным цветом. Все коэффициенты в нашей матрице значимы, даже имеющие небольшую величину.
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Рис. 4.10. Матрица корреляции для трех переменных
с проверкой значимости на уровне 0,05

Итак, коэффициент корреляции не является сам по себе "большим" или "маленьким"; и стоит его принимать во внимание или нет – зависит не только от его величины, но и от уровня значимости. Относительно большой коэффициент может оказаться незначимым при малом объеме данных, а малый коэффициент может указывать хотя и на слабую, но достоверную связь, пренебрегать которой не следует.

Если в диалоговом окне на рис. 4.8 на вкладке Опции выбрать возможность просмотра вероятностей, соответствующих корреляционным коэффициентам (Отображать p-уровень и N), то можно увидеть значения вероятностей p и убедиться, что они не превышают уровня значимости 5%, о чем и говорится в заголовке таблицы на рис. 4.10.

4.1.5. Коэффициент детерминации

Сам по себе коэффициент корреляции не имеет содержательной интерпретации. Однако его квадрат, называемый коэффициентом детерминации (R2), имеет простой смысл – это показатель того, насколько изменения зависимого признака (в процентах) объясняются изменениями независимого. Более точно, это доля дисперсии независимого признака, объясняемая влиянием зависимого.
Если две переменные функционально линейно зависимы (точки на диаграмме рассеяния лежат на одной прямой), то можно сказать, что изменение переменной y полностью объясняется изменением переменной x, а это как раз тот случай, когда коэффициент детерминации равен единице (при этом коэффициент корреляции может быть равен как 1, так и –1). Если две переменные линейно независимы (метод наименьших квадратов дает горизонтальную прямую), то переменная y своими вариациями никоим образом "не обязана" переменной x– в этом случае коэффициент детерминации равен нулю. В промежуточных случаях коэффициент детерминации указывает, какая часть изменений переменной y объясняется изменением переменной x (иногда удобно представлять эту величину в процентах).

Пример 4.3. На рис. 4.9 была приведена матрица корреляции трех переменных – "произведено", "рабочие" и "двигатели" – для всех отраслей промышленности. Коэффициент корреляции между объемом производства и числом рабочих r1 = 0.52, а между объемом производства и мощностью двигателей r2 = 0.30. Возведя r1 и r2  в квадрат, мы получим R12 = 0.27 и R22 = 0.09. Таким образом, в целом по предприятиям Закавказья доход предприятий почти на треть определяется числом рабочих и лишь на девять процентов – энерговооруженностью.

Необходимо отметить, что, вычисляя влияние нескольких факторов на одну переменную, в общем случае некорректно складывать полученные коэффициенты. В нашем примере нельзя непосредственно вычислить суммарное влияние переменных "рабочие" и "двигатели" на доходность, поскольку между ними тоже существует зависимость – корреляция сравнительно невысокая (0,43), но значимая. О том, как анализировать зависимости, в которых участвуют более двух переменных, говорится в следующем разделе.

4.2. Множественная корреляция и регрессия

До сих пор мы исследовали парные зависимости. Однако чаще всего на зависимую переменную действуют сразу несколько факторов, среди которых трудно выделить единственный или главный Так, в приведенном выше примере доход предприятия зависит одновременно от двух факторов производства – числа рабочих и энерговооруженности. Причем оба этих фактора сами не являются независимыми друг от друга: для обслуживания большего числа машин требуется больше рабочих. Поэтому совокупная зависимость дохода от рабочих и мощности двигателей не есть простая сумма двух парных зависимостей; она находится более сложным методом, который носит название множественной регрессии.

4.2.1. Визуализация множественной зависимости
в пространстве трех переменных
В случае трех признаков возможна визуализация данных, аналогичная диаграмме рассеяния: построение трехмерных графиков поверхностей.

Пример 4.4. Вернемся к файлу Industry и построим такой график для предприятий металлообрабатывающей отрасли промышленности.

Для выбора предприятий надо активизировать таблицу исходных данных, затем в разделе меню Сервис выбрать команду Условия выбора | Правка, в открывшемся диалоговом окне включить флажок Задать условия выбора, а в блоке Включить наблюдения в анализ / графики – переключатель Заданные и задать Условие: код признака "отрасль" равен 131 (v3 = 131), что соответствует металлообработке (см. рис. 4.11).
Затем в разделе меню Графика перейдем к группе трехмерных графиков – 3М XYZ Графики. Здесь можно выбирать разные виды трехмерных графиков, например, как в случае с одной независимой переменной, выбрать диаграмму рассеяния (Диаграммы рассеяния), на которой объекты изображаются точками. Рассмотрим такой вид трехмерного графика, как представление исходных данных в виде некоторой поверхности (Графики поверхностей). Если выбрать построение поверхности, откроется диалоговое окно (см. рис. 4.12) 
, где, как обычно, используя кнопку Переменные, необходимо указать, в пространстве каких переменных мы будем рассматривать объекты (в нашем случае – предприятия). 
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Рис. 4.11. Выбор объектов для анализа

В блоке Подгонка надо выбрать один из методов построения поверхности. В этом блоке перечислены основные способы построения (приближения) поверхности. Во многих случаях наиболее подходящим является сглаживание данных по принципу наименьших квадратов, при котором – по аналогии с построением линии регрессии на плоскости – среднеквадратическое отклонение поверхности от "облака" точек-объектов будет минимальным. Полученная поверхность по смыслу близка регрессионной модели, однако имеет более сложный (нелинейный) вид. В данном случае для подсчета расстояний от точек-объектов до поверхности выбран метод Наименьшие квадраты.

Наконец, на диаграмме можно отобразить не только поверхность, но и точки, соответствующие исходным значениям. Для этого включим флажок Показать точки данных на поверхности.
Задав все необходимые параметры, получим диаграмму, показанную на рис. 4.13. Как на физической карте мира, изменение цвета отражает высоту поверхности, т.е. вертикальную координату. В нашем примере вертикальная координата соответствует доходу, получаемому предприятием в зависимости от числа рабочих и мощности двигателей.
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Рис. 4.12. Диалоговое окно для построения трехмерных поверхностей

Рассмотрение такой поверхности может оказаться полезным для выявления существенной нелинейности в данных, которая может поставить под сомнение применимость линейной регрессии.

Из графика видно, что предприятия металлообрабатывающей промышленности можно разделить на две группы, разделенные "пропастью" – изгибом, отражающим невысокий уровень доходности. К первой группе (слева) относятся предприятия, увеличивающие свой доход за счет увеличения числа рабочих, ко второй (справа) – за счет увеличения мощности двигателей.
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Рис. 4.13. Объекты (предприятия металлообрабатывающей промышленности)
в пространстве трех переменных

4.2.2. Уравнение множественной регрессии

Уравнение множественной регрессии аналогично парной, но включает больше одной независимой переменной:

y = a +b1·x1 + b2·x2 + … + bk·xk,

где x1, x2, . . . – независимые переменные, от которых в той или иной степени зависит исследуемая (результирующая) переменная y; 

b1, b2 . . . – коэффициенты при соответствующих переменных (коэффициенты регрессии), показывающие, насколько в среднем изменится значение результирующей переменной при изменении отдельной независимой переменной на единицу (и фиксированных значениях остальных переменных).

Уравнение множественной регрессии задает регрессионную модель, объясняющую поведение зависимой переменной. Следует, однако, еще раз подчеркнуть, что никакая регрессионная модель не в состоянии указать, какая переменная является зависимой (следствием), а какие – независимыми (причинами). Решение такого рода всегда выносится исследователем, исходя из знания исследуемой предметной области.

Построим уравнение множественной регрессии для нашего примера. Для этого обратимся к модулю Множественная регрессия программы STATISTICA (рис. 4.14).
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Рис. 4.14. Диалоговое окно для построения множественной регрессии

Сначала, как и всегда, с помощью графической кнопки Переменные укажем программе, что переменная "произведено" является зависимой, а переменные "рабочие" и "двигатели" являются независимыми. Нажав графическую кнопку OK, перейдем к диалоговому окну Результаты множественной регрессии, которое по умолчанию открывается на вкладке Быстрый (рис. 4.15).

Это окно разделено на три части. Верхняя часть содержит следующие наиболее важные результаты:

 коэффициент множественной корреляции (Множест. R) – аналог коэффициента парной корреляции, описанного выше, представляет собой меру совокупной зависимости результирующего переменной от всех независимых (факторных);

 коэффициент детерминации (R2) – то же по смыслу, что и в случае парной регрессии, т.е. доля дисперсии результирующей переменной, объясняемая влиянием всех независимых переменных; 

 уровень значимости регрессионной модели (см. следующий раздел).
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Рис. 4.15. Диалоговое окно просмотра результатов множественной регрессии (вкладка Quick)

В средней части окна результатов показаны "нормированные" коэффициенты регрессии (здесь они называются бета) 
 для всех указанных независимых переменных, причем цветом выделяются значимые коэффициенты. Можно видеть, что значимыми являются оба факторных признака, включенные нами в модель. 
 

В нижней части окна находятся ярлыки вкладок и графическая кнопка Итоговая таблица регрессии. Для просмотра коэффициентов регрессии можно щелкнуть либо этой кнопке, либо по кнопке ОК. На экране появится таблица, показанная на рис. 4.16.

Эта таблица, кроме стандартизованных, содержит обычные коэффициенты регрессии (столбец B). Например, значение коэффициента регрессии 2752, соответствующего фактору "рабочие", означает, что увеличение числа рабочих на 1 в среднем приводит к повышению объема производства на 2752 руб. при условии, что мощность двигателей не изменяется. Коэффициент регрессии при втором факторе означает, что увеличение суммарной мощности двигателей на 1 л.с. приводит в среднем к увеличению объема производства на 93 руб. при условии, что число рабочих не изменяется.
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Рис. 4.16. Таблица регрессионных коэффициентов

Важным свойством регрессионного уравнения является статистический прогноз – возможность вычислять значения зависимой переменной (вкладка Остатки/предсказанные/наблюдаемые значения в диалоговом окне результатов регрессионного анализа) для любых комбинаций значений факторных переменных (в частности, это хороший способ восстановления отсутствующих данных). Например, если подставить в уравнение регрессии число рабочих, равное 200, и мощность двигателей, равную 20, программа вычислит теоретическое значение дохода на таком предприятии: 640864 руб.

К прогнозу с использованием уравнения регрессии нужно относиться осторожно: строго говоря, его нельзя использовать вне диапазона значений признаков, по которому построена регрессионная модель. Если значения факторного признака выходят за пределы соответствующего диапазона значений, то нельзя исключить, что в новом интервале действуют другие закономерности и вид зависимости между данным фактором и результативным признаком может оказаться совсем иным.

4.2.3. Проверка значимости в регрессионном анализе

Рассмотрим некоторые результаты регрессионного анализа, связанные с проверкой гипотез.

Вернемся к рис. 4.15. Уравнению регрессии соответствует множественный коэффициент корреляции, равный 0,52. Рядом с ним на экране – две пока непонятных нам строчки: F = 198 и сс = 2 и 1057. Эти результаты относятся к проверке гипотезы о линейной связи результативного и факторных признаков, отвечающей на вопросы: существует ли связь?; значимо ли уравнение регрессии, используемое для отображения предполагаемой связи? На эти вопросы отвечает статистический критерий значимости регрессии.

В основе критерия значимости лежит идея разложения дисперсии результативного признака на две составляющие: факторную и остаточную дисперсии, т.е. объясненную регрессией часть дисперсии и часть, оставшуюся необъясненной в рамках регрессионной модели. Чем лучше объясняет поведение результативного признака регрессионная модель, тем выше доля факторной составляющей и ниже доля остаточной в общей дисперсии этого признака (кстати, значение множественного коэффициента детерминации как раз и равно отношению факторной, т.е. объясненной, дисперсии результативного признака к его общей дисперсии). Поэтому мерой значимости регрессии служит отношение F факторной дисперсии к остаточной.

Эта величина (при некоторых предположениях, которые мы здесь не будем рассматривать) распределена по т.н. закону Фишера F с m и n–(m+1) степенями свободы (сс). Величина m – это число факторов, а n – число объектов (в нашем случае m = 2 и n–(m+1) = 1057). Распределение Фишера, так же, как и нормальное распределение, хорошо изучено и табулировано, и для каждого значения F можно найти соответствующую вероятность. Если значение этой вероятности (p) окажется меньше принятого уровня значимости, гипотеза об отсутствии линейной связи между результативным признаком и факторными отклоняется и регрессия признается значимой, что и произошло в приведенном примере, где вероятность полученного значения F (198) практически равна нулю.

Кроме проверки значимости регрессии в целом, STATISTICA дает возможность проверки гипотезы об отсутствии связи между результативным и каждым из факторных признаков. Такая гипотеза означает, что ненулевые значения регрессионных коэффициентов обусловлены лишь случайностями выборки, а в генеральной совокупности все коэффициенты этого уравнения равны нулю. Статистический критерий для проверки гипотезы об отсутствии влияния факторных признаков на результативный основан на подсчете стандартных ошибок коэффициентов регрессии и сравнении коэффициентов со своими ошибками. Гипотеза об отсутствии влияния факторного признака (о его незначимости) отклоняется в случае, если соответствующий коэффициент регрессии значительно превышает свою стандартную ошибку, и вероятность, соответствующая этой величине, меньше принятого уровня значимости

Статистическая характеристика этого критерия – уже знакомая нам величина t, распределенная по закону Стьюдента. Поэтому в таблице, приведенной на рис. 4.15, вы видите значения ошибок, вычисленные для них значения t и соответствующую каждому вероятность (4-й, 5-й и 6-й столбцы). Видно, что для уровня значимости 5% все коэффициенты регрессии оказались значимыми, т.е. существенными.

Проверка значимости коэффициентов регрессии важна еще и потому, что коэффициенты регрессии, в отличие от коэффициентов корреляции, не имеют максимальных и минимальных значений, и их величины зависят от единиц измерения соответствующих признаков. Значит, сама по себе величина коэффициента регрессии никак не определяет силу влияния фактора на результат. Например, существенным может оказаться и небольшой коэффициент регрессии, если этот коэффициент значимый. Если же коэффициент незначимый, то независимо от его величины следует считать, что соответствующий фактор не оказывает реального влияния на результативный признак.

4.2.4. Корреляции в модели множественной регрессии

Подход, при котором изменения одного фактора рассматриваются при условии, что другой фактор "заморожен", неявно основан на предположении о независимости факторов. Это не всегда выполняется. Факторные переменные рассматриваются как независимые по отношению к результирующей переменной, но, вообще говоря, не являются таковыми по отношению друг к другу. Явление коррелированности факторов друг с другом называется мультиколлинеарностью. При наличии мультиколлинеарности надо избегать включения в регрессионную модель сильно взаимосвязанных признаков.

Представить эффект мультиколлинеарности можно, сравнивая обычные коэффициенты корреляции между результирующим признаком и каждым из факторов (рис. 4.9) со значениями стандартизованных коэффициентов регрессии (beta-коэффициентов – см. рис. 4.16).

Смысл beta-коэффициентов состоит в том, что они являются коэффициентами частной корреляции – меры влияния каждой отдельной независимой переменной на результирующую, "освобожденного" от перекрестных влияний других независимых переменных. То есть, частные коэффициенты корреляции показывают "чистое" влияние фактора на результативный признак при неизменных (фиксированных) значениях всех остальных факторов. Например, обычный коэффициент корреляции между признаками "произведено" и "рабочие" равен 0,52, а частный коэффициент корреляции между этими же признаками равен 0,48, т.е. полный коэффициент больше чистого, т.к. в этом случае к прямому влиянию числа рабочих на доход предприятия добавляется косвенное влияние на этот доход и второго фактора (мощность двигателей), поскольку оба фактора имеют положительную взаимосвязь друг с другом. Косвенное влияние на результативный признак второго фактора через первый завышает корреляцию между первым фактором и результативным признаком.

ВОПРОСЫ

1. Что показывает диаграмма рассеяния?

2. Смысл коэффициента регрессии.

3. Почему эмпирические точки отклоняются от теоретической линии регрессии?

4. Когда уравнение регрессии можно использовать для прогноза?

5. Что такое коэффициент детерминации?

6. В чем отличается интерпретация коэффициентов корреляции и регрессии?

7. Смысл коэффициента корреляции.

8. Найти коэффициент корреляции по следующим данным:

	
	x
	 1
	 2
	 3
	 4

	
	y
	40
	30
	20
	10


9. Найти коэффициент корреляции по следующим данным:

	
	x
	1
	2
	3
	4
	5
	6
	7

	
	y
	5
	6
	6
	7
	8
	8
	9


Мог ли этот коэффициент появиться в выборке из некоррелированной генеральной совокупности?

10. В каких границах заключен коэффициент корреляции?

11. Какие значения r соответствуют тесной связи?

12. Может ли значение r = 0 говорить об отсутствии связи?

13. Что такое частная корреляция?

14. Смысл коэффициента множественной корреляции.

15. Как проверить значимость коэффициентов корреляции и регрессии?

16. Выборочная ошибка коэффициента корреляции.

17. Как проверить линейность связи?

18. По данным о 10000 объектов оказалось, что между двумя признаками имеется отрицательная корреляция (r = –0,0796). Существенна ли эта корреляция? (Иными словами, не могла ли она возникнуть в результате случайной выборки из некоррелированной совокупности?)

19. Начертить диаграмму, показывающую, как вместе с изменением r изменяется 
[image: image22.wmf]s

r

 для выборок из а)100; б)10000 объектов.

20. В выборке 60 объектов получен коэффициент корреляции, равный 0,68. Может ли это значение быть статистически незначимым?

ЗАДАНИЯ
1. По данным файла Industry найти коэффициенты детерминации для зависимости объема производства от числа рабочих и суммарной мощности двигателей в отраслях: а) металлообрабатывающей; б) пищевой.

Объяснить, какой фактор играет большую роль в объяснении объема производства для каждой из этих отраслей.

2. По данным файла Industry построить регрессионные зависимости объема производства от мощности двигателей для двух отраслей (см. предыдущее задание). Сравнить их между собой.

3. По данным файла Industry подсчитайте коэффициенты корреляции между объемом производства и мощностью двигателей для всех отраслей. Оцените значимость полученных коэффициентов. В каких отраслях корреляция выше?

4. По данным файла Estates построить уравнение регрессии для зависимости дохода от размера имения. Найти коэффициент корреляции.

5. По данным файла Tambov найти социально-экономические факторы, которые наиболее сильно взаимосвязаны с долей голосующих за партию а) эсеров и б) кадетов (построить прямоугольную таблицу коэффициентов корреляции между двумя этими признаками и группой социально-экономических факторов).

� Для того чтобы выяснить, какие коды присвоены программой различным значениям категоризованных признаков (таких, как код отрасли), следует в таблице исходных данных выделить столбец с интересующей нас переменной, дважды щелкнуть левой кнопкой мыши на ее названии и в появившемся окне "нажать" графическую кнопку Текстовые метки.


� Точнее, равняется тангенсу угла наклона.


� Значения t приводятся, как правило, в приложениях к учебникам по статистике.


� Это же диалоговое окно открывается, если в разделе меню Графика сразу выбрать Графики поверхностей.


� "Нормированные" или стандартизованные коэффициенты регрессии получаются при умножении обычных коэффициентов на дробь, в числителе которой стоит стандартное отклонение соответствующего фактора, а в знаменателе – стандартное отклонение результативного признака. Переход к нормированным коэффициентам регрессии объясняется тем, что они позволяют более корректно сравнивать силу влияния разных факторов на результат. Увидеть же обычные коэффициенты регрессии можно, нажав в окне результатов на графическую кнопку Итоговая таблица регрессии.


� Регрессионная модель, рассматриваемая в нашем примере является полной регрессией, когда в результат включаются все независимые переменные. Существуют и другие методы, среди которых наиболее часто используется метод пошагового включения независимых переменных (факторов) в регрессионное уравнение: на первом шаге включается самый значимый фактор (имеющий самый высокий коэффициент детерминации с результирующей переменной), затем к нему добавляется тот из оставшихся  факторов, который вместе с первым имеет наиболее высокое значение R2 с результирующей переменной и т.д. Этот метод дает возможность увидеть "роль" каждого фактора в объяснении результата. Аналогично, метод последовательного исключения факторов, начиная со всех факторов, постепенно исключает из уравнения наименее значимые. Выбор этих моделей доступен на вкладке Дополнительно диалогового окна множественной регрессии.
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