ГЛАВА 7

ФАКТОРНЫЙ АНАЛИЗ

7.1. Общее описание

Изучение зависимостей между признаками, описывающими сложное явление или процесс, неизменно ставит вопрос: каковы причины, обусловившие именно данную структуру связей? Без специальных методов анализа сложные зависимости такой системы признаков весьма трудно "распутать", тем более что взаимосвязи признаков (измеряемые, например, коэффициентами корреляции) могут интерпретироваться не только как зависимости одних признаков от других, но и как зависимости от неких скрытых параметров, определяющих изменение целых групп коррелированных признаков. Общая причина изменений таких признаков ведет к тому, что в силу своей согласованности они в некотором смысле дублируются. Стремление объяснить целую совокупность признаков через введение более глубинных, обобщенных характеристик явления, в основном определяющих его структуру, приводит к модели факторного анализа.

В факторном анализе предполагается, что все многообразие и структура взаимосвязей между параметрами, описывающими явление "извне" и поддающимися непосредственному измерению (признаками), обусловлены некими скрытыми, но объективно существующими причинами, так называемыми факторами, измерить которые непосредственно нельзя. Концепция факторного анализа, таким образом, обеспечивает "сжатие" информации, объясняя множество признаков через небольшое, как правило, число факторов. При этом предполагается, что эти факторы обеспечивают не просто концентрацию информации, но и являются наиболее существенными, определяющими характеристиками изучаемого явления. Кроме того, трудности, связанные с описанием сложной внутренней зависимости и интерпретацией результатов анализа, заставляют, с одной стороны, уменьшать число рассматриваемых величин, а с другой – сводить их к независимым. Факторный анализ дает основание считать его методом, позволяющим генерировать содержательные гипотезы о структуре системы признаков, о наиболее значимых, существенных признаках, о группах тесно связанных признаков. Таким образом, факторный анализ удобен не только тем, что позволяет обрабатывать одновременно большое число (десятки) признаков, но и тем, что сам может являться "источником возникновения гипотез", особенно в тех областях, где сложная структура явлений еще недостаточно изучена.

В основе факторного анализа лежит идея о том, что за сложными взаимосвязями измеренных, учтенных нами признаков стоит относительно более простая структура, отражающая наиболее существенные черты изучаемой системы, а измеренные признаки являются конкретными проявлениями скрытых общих факторов, определяющих эту структуру.

Факторный анализ позволяет выявлять общие факторы, дает ключ к их содержательному толкованию, оценивает их воздействие на отдельные показатели и на все изучаемое явление в целом, количественно выражает их значения для каждого из рассматриваемых объектов и на основании всего этого дает возможность решать целый ряд задач, возникающих при обработке массовых источников.

В общем случае поведение каждого исходного признака определяется действием на него совокупности относительно небольшого числа общих факторов, влияющих на все показатели и обусловливающих взаимосвязи между ними, и характерного фактора, воздействующего только на данный показатель. При этом различные признаки имеют собственные единицы измерения, а с другой стороны, будучи выраженными через одни и те же факторы, они должны измеряться в каких-то общих единицах. Кроме того, каждый признак, имея собственные единицы измерения, несопоставим с другими, а факторы, общие для целого ряда признаков разной размерности, вообще были бы лишены смысла. Исходя из этих соображений, в факторном анализе все величины, входящие в факторную модель, стандартизированы, т.е. являются безразмерными величинами со средним арифметическим значением 0 и средним квадратическим отклонением 1 
.

7.1.1. Факторные нагрузки

Коэффициент взаимосвязи между некоторым признаком и общим фактором, выражающий меру влияния фактора на признак, называется факторной нагрузкой данного признака по данному общему фактору.

Матрица, состоящая из факторных нагрузок и имеющая число столбцов, равное числу общих факторов, и число строк, равное числу исходных признаков, называется факторным отображением или просто факторной матрицей. Основой для вычисления этой матрицы является матрица парных коэффициентов корреляции исходных признаков. Как известно, корреляционная матрица фиксирует степень взаимосвязи между каждой парой признаков. Аналогично факторная матрица фиксирует степень линейной связи каждого признака с каждым общим фактором. Таким образом, величина факторной нагрузки не превышает по модулю единицы, а знак ее говорит о положительной или отрицательной связи признака с фактором. Чем больше абсолютная величина факторной нагрузки признака по некоторому фактору, тем в большей степени этот фактор определяет данный признак. Значение факторной нагрузки по некоторому фактору, близкое к нулю, говорит о том, что этот фактор практически на данный признак не влияет.

Факторная модель дает возможность вычислять вклады факторов в общую дисперсию всех признаков. Суммируя квадраты факторных нагрузок для каждого фактора по всем признакам, получаем его вклад в общую дисперсию системы признаков: чем выше доля этого вклада в общей дисперсии, равной, очевидно, числу признаков, тем более значимым, существенным является данный фактор. При этом можно выявить и оптимальное в некотором смысле количество общих факторов, достаточно хорошо описывающих систему исходных признаков.

7.1.2. Факторные веса

Значение (мера проявления) фактора у отдельного объекта называется факторным весом объекта по данному фактору. Факторные веса позволяют ранжировать, упорядочить объекты по каждому фактору. На практике ограничиваются вычислением факторных весов по нескольким наиболее значимым факторам. Чем больше факторный вес некоторого объекта, тем больше в нем проявляется та сторона явления или та закономерность, которая отражается данным фактором. Если, например, речь идет о факторе, выражающем уровень развития в определенном аспекте, то большой факторный вес свидетельствует о высоком уровне развития данного объекта, а низкий факторный вес – о низком уровне. Факторные веса могут быть как положительными, так и отрицательными. В силу того, что факторы являются стандартизованными величинами со средним значением, равным нулю, факторные веса, близкие к нулю, говорят о средней степени проявления фактора, положительные – о том, что эта степень выше средней, отрицательные – о том. что она ниже средней.

Таблица факторных весов имеет n строк по числу объектов и k столбцов по числу общих факторов. Положение объектов на оси каждого фактора показывает, с одной стороны, тот порядок, в котором они ранжированы по этому фактору, а с другой стороны, равномерность или же неравномерность в их расположении, наличие скоплений точек, изображающих объекты, что дает возможность визуально выделять более или менее однородные группы.

Обычно факторы выделяются последовательно, в соответствии с их вкладами в суммарную дисперсию признаков: сначала находится фактор, имеющий максимальный вклад, затем его влияние устраняется, и для матрицы остаточных корреляций снова ищется фактор с максимальным вкладом и т.д. Процесс последовательного нахождения факторов прекращается, если их суммарный вклад превысит определенный, заранее выбранный порог. Существуют и другие критерии прекращения процесса поиска факторов.

7.2. Метод главных компонент

Чрезвычайно удобным в качестве метода "сжатия" информации с целью выявления обобщенных характеристик явления является метод главных компонент – разновидность факторного анализа 
. Этот метод основан на допущении, что характерности всех признаков равны нулю, а число общих факторов k равно числу исходных признаков m. В этом случае переход к факторам, которые являются просто линейными комбинациями исходных признаков, означает не что иное, как переход к новой системе координат.

Главные компоненты независимы, т.е. в геометрическом плане ортогональны. Выделение первой главной компоненты по максимальному вкладу в дисперсию признаков означает, что мы находим такое направление в пространстве признаков, которому соответствует максимальная дисперсия, т.е. наибольшая дифференциация, разброс объектов. Затем находится вторая главная компонента, ортогональная первой и дающая вновь наибольшую дифференциацию объектов, не объясненную первой компонентой, и т.д. После построения всех главных компонент (число которых равно числу признаков m) остаточная дисперсия оказывается равной нулю, т.е. задача имеет точное математическое решение. Обычно суммарная дисперсия признаков раскладывается по главным компонентам таким образом, что первые несколько компонент уже объясняют почти всю эту дисперсию, а остальные почти ничего не добавляют, поэтому совсем не обязательно выделять все m компонент. На практике ограничиваются несколькими первыми, т.к. их оказывается достаточно для хорошего описания в сжатом виде всей исходной информации 
.

Критерием отбора необходимого числа главных компонент обычно служит процент объясненной дисперсии, т.е. отношение суммарного вклада уже найденных компонент к общей дисперсии исходных признаков, равной m. Практически, если число уже найденных главных компонент (или факторов) не больше, чем m/2, объясняемая ими дисперсия не менее 70%, а следующая компонента дает вклад в суммарную дисперсию не более 5%, факторная модель считается достаточно хорошей.

Пример 7.1. Рассмотрим, как работают методы факторного анализа, используя сводные данные 1987 г. об экономическом развитии нескольких европейских стран, а также США и Японии (файл Tab_1987.sta). Исходные данные приведены на рис. 7.1. Показатели 1 (национальный доход), 2 (производство электроэнергии), 3 (военные раходы), 4 (производство зерна), 5 (количество телефонов), 7 (потребление мяса) даны в расчете на душу населения, показатели 6 и 8 (количество автомобилей и телевизоров) – на 1000 чел.
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Рис. 7.1. Исходные данные для факторного анализа (файл Tab_1987)

Для выполнения факторного анализа в пакете STATISTICA надо обратиться к разделу Факторный анализ модуля Многомерный разведочный анализ. На рис. 7.2 показано диалоговое окно этого модуля. 
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Рис. 7.2. Диалоговое окно факторного анализа
В поле Файл данных можно выбрать один из двух возможных способов представления данных: программа может работать либо с Исходными данными (исходной таблицей объекты–признаки), либо с уже готовой Корреляционной матрицей. В данном случае мы имеем дело с исходными данными. Как всегда, в первом диалоговом окне надо выбрать переменные (графическая кнопка Переменные), с которыми будет работать программа – в данном случае выбраны все переменные.

После щелчка по графической кнопке OK программа вычисляет корреляционную матрицу (если необходимо) и переходит к следующему диалоговому окну (рис. 7.3) – окну выбора метода факторного анализа (Задайте метод выделения факторов). В блоке Метод выделения по умолчанию предлагается метод Главных компонент, на котором мы и остановим свой выбор. Далее, в поле Максимальное число факторов надо задать максимальное число факторов (равное по умолчанию двум). Можно также изменить заданное по умолчанию минимальное Собственное значение, определяющее критерий окончания процесса извлечения факторов из корреляционной матрицы (но лучше оставить значение по умолчанию).
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Рис. 7.3. Выбор метода факторизации
(по умолчанию – метод главных компонент) и числа факторов

После выполнения вычислительных процедур программа предлагает пользователю просмотреть результаты (см. рис. 7.4). Наиболее важными из них являются: матрица Факторных нагрузок признаков и входящие в нее вклады факторов в суммарную дисперсию признаков, а также матрица факторных весов объектов – Значения факторов 
.
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Рис. 7.4. Окно результатов факторного анализа

Начнем анализ результатов с матрицы факторных нагрузок (рис. 7.5) 
. В столбцах этой матрицы стоят факторные нагрузки признаков. Факторы всегда упорядочены по размеру их вкладов в суммарную дисперсию признаков: самым значимым в этом смысле является первый фактор. В двух последних строках таблицы находятся значения вкладов в абсолютном и относительном выражении.

Так, число 4,55 в первом столбце строки Общ. Дис. означает, что первый фактор объясняет 4,55 из суммарной дисперсии, равной 8 (8 – число признаков в исходной таблице), что составляет почти 57% (строка Доля общ. – доля вклада). Таким образом, уже один первый фактор более, чем наполовину, описывает исходные данные. Второй фактор объясняет еще почти 25% суммарной дисперсии, а вместе с первым – более 80%.

Как можно интерпретировать полученные нами факторы? Обратите внимание на наиболее значимые факторные нагрузки (например, превышающие по модулю 0,75 или 0,8), именно они указывают на признаки, наиболее тесно связанные с данным фактором.
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Рис. 7.5. Матрица факторных нагрузок

В нашем случае первый фактор наиболее тесно связан с такими признаками, которые позволяют в качестве рабочего названия для данного фактора принять название "уровень жизни" или "уровень потребления". Со вторым фактором наиболее тесно связан признак "военные расходы на душу", что позволяет предложить для него такое рабочее название, как "уровень милитаризации экономики". Для более детального анализа полученных факторов полезно рассмотреть, как выглядят факторные веса объектов (рис. 7.6).
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Рис. 7.6. Факторные веса объектов

Сначала посмотрим на первый столбец матрицы факторный весов. Как известно, положительные значения весов свидетельствуют о проявлении фактора выше среднего. Это относится в первую очередь к США (факторный вес равен 1,90). Отрицательные значения свидетельствуют о проявлении фактора ниже среднего уровня. По первому фактору самое низкое значение имеет СССР (–1,42). Остальные страны находятся приблизительно на среднем уровне, т.к. их факторные веса незначительно отклоняются от нуля. Таким образом рабочее название первого фактора ("уровень потребления") получает косвенное подтверждение.

Расположение объектов по второму фактору совсем иное. Два самых высоких значения имеют СССР и США, а самое низкое – Япония.

7.3. Факторный анализ как способ классификации

Факторный анализ можно использовать не только как метод сжатия информации, но и как удобный подход к классификации, когда множество исходных признаков заменяется найденными обощенными факторами.

Идея проведения классификации объектов в пространстве немногих факторов, заменяющих большое количество исходных признаков, состоит в измерении факторов на отдельных объектах и последующей визуальной или аналитической группировке объектов на оси одного фактора или в пространстве двух факторов. При типологизации по большому числу исходных признаков полученные группы бывает трудно охарактеризовать, тогда как факторы, концентрирующие информацию, служат хорошим средством построения типологии и дают удобный способ графического представления данных. Возможно и применение автоматической классификации к объектам, заданным в пространстве факторов.

Вернемся к рассмотренному выше примеру и попытаемся провести классификацию семи стран по всем показателям, включенным в исходную таблицу. Разумеется, для решения этой задачи можно обратиться к разделу Многомерный разведочный анализ | Кластерный анализ программы STATISTICA (см. гл. 6). В данной главе мы, однако, поставим вопрос несколько иначе: а существуют ли в пространстве признаков реальные группы (скопления) объектов? Очевидно, визуализация объектов в восьмимерном пространстве признаков нам недоступна. Попытаемся визуализировать данные, пользуясь привычным двумерным пространством, а именно, пространством двух факторов, в котором у каждого объекта всего две координаты – его факторные веса.

Это можно сделать следующим образом: сохраним таблицу факторных весов как новый файл программы STATISTICA. Для этого надо воспользоваться кнопкой Сохранить значения на вкладке Значения окна результатов факторного анализа. Появится окно с таблицей факторных весов (при желании вместе с факторными весами можно сохранить и исходные переменные, некоторые или все). Затем в разделе Файл основного меню программы надо выбрать команду Сохранить как и дать имя этому новому файлу, например, Scores.sta. Теперь можно закрыть исходный файл Tab_1987 и открыть файл Scores.sta. В этом новом файле семь объектов и два признака (факторные веса объектов), которые называются Фактор1 и Фактор2.

Теперь воспользуемся разделом Графика основного меню программы и выберем вид графика: Диаграммы рассеяния. В соответствующем диалоговом окне (см. рис. 7.7) надо выбрать (кнопка Переменные) признаки, значения которых будут откладываться по горизонтальной и вертикальной осям.
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Рис. 7.7. Диалоговое окно построения диаграммы рассеяния

Обратите внимание, что в диалоговом окне на рис. 7.7 есть вкладка Параметры 1. Она позволяет поместить на диаграмме не просто точки, но и "подписать" имена соответствующих объектов (конечно, это имеет смысл, если объектов не слишком много). Нажатие на эту кнопку открывает диалоговое окно, представленное на рис. 7.8.

Чтобы видеть имена объектов на диаграмме, в поле Метки наблюдений блока Параметры отображения этого окна следует выбрать значение Имена наблюдений и щелкнуть по графической кнопке OK. В результате будут получена диаграмма рассеяния, которую вы видите на рис. 7.9.
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Рис. 7.8. Диалоговое окно задания параметров диаграммы
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Рис. 7.9. Диаграмма рассеяния объектов в пространстве первых двух факторов

На этой диаграмме видно, что все страны, кроме СССР и США располагаются довольно тесной группой, т.е. достаточно близки друг к другу по выбранным показателям. Две точки на этой диаграмме отстоят довольно далеко от этой основной группы: СССР в верхнем левом углу (большой отрицательный вес по первому фактору и большой положительный вес по второму) и США в верхнем правом углу (большие положительные веса по обоим факторам).

Если теперь обратиться к кластерному анализу, то в результате применения метода k-средних будут получены результаты, хорошо согласующиеся с диаграммой рис. 7.9: при задании двух классов в один из них попадут все страны, кроме СССР, который образует отдельный класс, а при задании трех классов и СССР, и США будут занимать по отдельному классу, тогда как остальные страны по-прежнему объединяются в один общий класс.

Задание: попробуйте выполнить этот анализ самостоятельно.

ВОПРОСЫ

1. Каковы основные цели использования факторного анализа?
2. Дайте интерпретацию понятия "фактор".

3. В чем особенность метода главных компонент?
4. Что такое матрица корреляции? Какое отношение она имеет к факторному анализу?
5. Что такое факторные нагрузки?
6. Что такое факторные веса?
7. Что является показателем качества построенной факторной модели?
8. Пусть три первых фактора объясняют 40% суммарной дисперсии признаков. Надо ли увеличивать число факторов?
9. Существуют ли пределы для значений факторных нагрузок? Если да, то каковы они?
10. Существуют ли пределы для значений факторных весов? Если да, то каковы они?
11. Пусть для рассматриваемого фактора значения факторных нагрузок первых четырех признаков равны 0.78, 0.23, –0.09 и –0.87. Что это значит? Как учитываются эти значения для интерпретации данного фактора?
12. Пусть для рассматриваемого фактора значения факторных весов первых четырех объектов равны 1.78, 0.11, –0.02 и –2.87. Что это значит? Дайте интерпретацию в том случае, когда данный фактор характеризует степень промышленного развития, а объекты – губернии.

13. Что произойдет со значениями факторных весов объектов, если знаки всех факторных нагрузок изменить на противоположные?
14. Что является более предпочтительным для группировки признаков – кластерный или факторный анализ?

ЗАДАНИЯ

1. По данным об аграрном развитии губерний Европейской России на рубеже XIX–XX вв. (файл Typol.sta) провести факторный анализ, включив в него признаки с номерами 1, 3, 5, 13, 14, 16 (основные признаки для социальной аграрной типологии) 
. Из 50 губерний Европейской России отобрать для этого анализа 24 губернии, 12 из которых относятся к помещичьему типу буржуазной аграрной эволюции (губернии с номерами 4, 5, 8, 11, 16, 17, 19, 21, 22, 23, 33, 49) и 12 – к крестьянскому типу (губернии с номерами 1, 2, 7, 10, 12, 13, 14, 27, 28, 37, 41, 47) 
. Охарактеризовать полученные факторы (взять число факторов, равное 2) на основе таблицы факторных нагрузок.

2. По результатам предыдущего задания создать файл, в котором в качестве "координат" объектов, т.е. губерний взяты их факторные веса. Проанализировать графически распределение губерний в пространстве двух факторов (подумайте, какой из модулей пакета STATISTICA надо использовать). Сделайте вывод об эффективности использования факторного анализа для классификации объектов.

3. По данным файла Typol.sta провести факторный анализ по двум факторам и сравнить результаты для губерний: а) крестьянского типа аграрной эволюции (Южный и Юго-восточный Степной и Северо-восточный – объекты № 1, 2, 7, 10, 12, 13, 14, 27, 28, 37, 41, 47) и б) помещичьего типа (Прибалтийский и Западный – объекты № 4, 5, 8, 11, 16, 17, 19, 21, 22, 23, 33, 49). Отобрать из 19 исходных признаков шесть показателей социальной аграрной типологии с номерами 1, 3, 5, 13, 14, 16). В чем основное отличие результатов факторного анализа для двух указанных групп губерний?

4. Выявить основные факторы социально-экономического развития уездов Тамбовской губернии (файл Tambov.sta) в 1917 г. Сравнить корреляционную матрицу и графическое представление факторных весов признаков в пространстве первых двух факторов. Что можно сказать о показателях, характеризующих аграрное и индустриальное развитие губернии?
















� В дальнейшем будем считать, что все исходные признаки стандартизированы; то же относится к общим факторам и характерным факторам. Кроме того, предполагается, что все общие и характерные факторы попарно ортогональны, т.е. попарно независимы.


� Некоторые авторы рассматривают метод главных компонент в качестве отдельного направления многомерного анализа.


� Дать более контрастную матрицу факторных нагрузок может т.н. вращение полученных компонент.


� О факторных весах см. ниже.


� Матрицу нагрузок можно получить как с вращением, так и без вращения факторов. Вращением называется метод "контрастирования" факторных нагрузок, который иногда облегчает интерпретацию результатов. Наиболее часто используется вращение по методу Varimax. В данном случае вращение факторов не применялось.


� Ковальченко И.Д., Бородкин Л.И. Аграрная типология губерний Европейской России на рубеже XIX – XX веков. (Опыт многомерного количественного анализа) // История СССР, 1979, №1. С. 92-93.


� Бородкин Л.И. Многомерный статистический анализ в исторических исследованиях. М., 1986. С. 93.





141
147

